3. STATISTICKA OBRADA
REZULTATA MERENJA



3.1. Uvod

Ponavljanjem mernog postupka odnosno vrSenjem viSe merenja na istom
mernom objektu dobijaju se kvalitetniji | pouzdaniji rezultati nego kod
pojedinac¢nog merenja.

Ponavljanjem nekog merenja pri slicnim 1li promenljivim uslovima dobija
se bolja informacija o merenoj veli€ini.

Takode, moze se dobiti 1 informacija o kvalitetu 1 karakteristikama merne
opreme.

Serijom ponovljenih merenja dobija se veci broj podataka koji se mogu
predstaviti tabelarno.

Medutim, po pravilu, rezultati merenja daju se preko jednog ili dva brojna
podatka.



3.1. Uvod

Do rezultata merenja koje reprezentuje niz ponovljenih merenja dolazi se
statistickom obradom rezultata merenja.

StatistiCka teorija ali 1 iskustvo pokazuju da se nacin grupisanja merenth
rezultata oko neke vrednosti moze predstaviti matematiCkom funkcijom
koja se naziva funkcija raspodele.

Funkcija raspodele ne pruza informaciju koliko iznosi neka konkretna
vrednost mernog rezultata. Medutim, ona daje procenu verovatnoce da Ce
se neki pojedinacni merni podatak nalazati u odredenom intervalu.

Pomocu funkcije raspodele moze se proceniti koji deo rezultata e biti u
nekom unapred zadatom intervalu.

Pravilo je da Sto se ima veci broj merenja primenom funkcije raspodele
dobijaju se pouzdaniji rezultati.



3.1. Uvod

Cilj statistiCke obrade rezultata merenja je procena prave vrednosti merene
veliCine 1 procena merne nesigurnosti korigovanog rezultata merenja.

Procena prave vrednosti merene veli¢ine podrazumeva odredivanje
najverovatnije (oCekivane) vrednosti merene veliCne.

Pokazuje se da je oCekivana vrednost jednaka aritmetickoj sredini rezultata
merenja.

Ovako dobijena vrednost moze se korigovati poznatim sistematskim
greSkama merenja.

Procena merne nesigurnosti podrazumeva odredivanje njene slucajne
komponente na osnovu ponovljenih merenja i sistematske komponente kao
posledice nepoznatih sistematskih greSaka.



3.1. Uvod

Ako se neka nepromenljiva merena veli¢ina meri viSe puta pod istim
uslovima i sa istim instrumentom i uz pretpostavku da su eliminisane

sistematske greske, dobiCe se rezultati koji Ce se rasipati oko neke
vrednosti.

Do rasipanja dolazi zbog slu€ajnih gresaka koji nije moguce obuhvatiti
korekcijom jer se razlikuju i po intenzitetu i znaku.

Potrebno je naglasiti da su sve merene veli¢ine ravnopravne. Drugim

re¢ima nijedna nema prednost u odnosu na drugu jer su sve dobijene pod
istim uslovima.



3.2. Osnovne veliCine iz statistiCke obrade podataka
3.2.1. Srednja vrednost | standardno odstupanje rezultata
merenja

Ako se izvrSi veoma veliki broj merenja jedne iste fizicke veli¢ine dobijaju
se rezultati merenja Xy, X, ..., X;, ..., X KOJji se nazivaju populacija.

Srednja vrednost populacije u izraCunava se kao aritmeticka sredina
rezultata merenja:

Prema metodi minimizacije sume kvadrata odstupanja (metoda najmanjih
kvadrata) aritmetiCka sredina je upravo najverovatnija (ocekivana) vrednost
merene veliCine.

Na osnovu srednje vrednosti populacije mogu se definisati odstupanja
pojedinih rezultata merenja od srednje vrednosti:

& =X —H



3.2.1. Srednja vrednost | standardno odstupanje rezultata
merenja

Odstupanja pojedinih rezultata merenja mogu biti pozitivna i negativna.

Vrednosti odstupanja mogu da zavise od mnogo faktora. Ako bi se na
primer neka veli¢ina merila razli¢itim instrumentima odstupanja mogu da
budu znacajna.

Kod manje preciznih instrumanata (industrijski instrumenti) odstupanja
mogu da iznose 1 nekoliko procenata od srednje vrednosti.

Kod preciznijih instrumenata (laboratorijski instrumenti) odstupanja su
znatno manja od 1% srednje vrednosti.

Za 1zrazavanje veliine odstupanja koristi se statistiCka veli¢ina standardno
odstupanje:

N
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Standardno odstupanje se definiSe kao veliCina ¢ij1 je kvadrat pomnozen
brojem merenja jednak zbiru kvadrata odstupanja.



3.2.1. Srednja vrednost | standardno odstupanje rezultata
merenja

Moze se definisati i relativno standardno odstupanje:

Ova velicina se koristi kod izrazavanja ponovljivosti merenja.
Sto je o, manje ponovljivost je bolja i obratno.
U statistici se koristi i kvadrat standardnog odstupanja koji se naziva
varijansa ili disperzija:
Var = o

Varijansa predstavlja matematicko ocekivanje odstupanja slucajne
promenljive od njene srednje vrednosti.



3.2.2. Srednja vrednost | standardno odstupanje uzorka

Pojam populacije vezuje se za veoma veliki broj merenja. Teorijski gledano
to je beskonacno veliki broj merenja.

Pojam populacije ne mora biti vezan samo za rezultate merenja ve¢ to moze
da bude bilo koja serija podataka iz statistike.

U realnim eksperimentima merenja se ponavljaju konacan broj puta. Na
primer nekoliko desetina puta.

Dobar primer je industrijska proizvodnja nekog dela. Nakon proizvodnje
testira se manji broj delova kako bi se utvrdio kvalitet proizvoda i da li on
zadovoljava standarde.

Pojedinacno ispitivanje svakog proizvoda vrsi se vrlo retko.

Prema tome merenjem se dobije skup rezultata x,, X, ..., X;, ..., X,. Ovakav
manji skup naziva se uzorak.

Svaki uzorak predstavlja podskup odgovarajuce populacije.



3.2.2. Srednja vrednost | standardno odstupanje uzorka

Jadan od osnovnih zadataka statistiCke obrade rezultata je da se na osnovu
uzorka dobije Sto bolja aproksimacija karakteristika populacije.

Tu se pre svega misli na srednju vrednost « i standardno odstupanje o.

Kao najbolja aproksimacija srednje vrednosti populacije smatra se srednja
vrednost uzorka:

l n
Xs == % (*)

Moze se lako pokazati da je za ovako definisanu srednju vrednost suma
kvadrata odstupanja minimalna:

n
> (% —X,)? = min
i=1



3.2.2. Srednja vrednost | standardno odstupanje uzorka

Odstupanja pojedinih ¢lanova uzorka od srednje vrednosti data su 1zrazom:
by =X — X,

Kombinujuéi ovu jednacine sa jednacinom (*) lako se pokazuje da je zbir
svih odstupanja jednak O.

Standardno odstupanje uzorka od n ¢lanova obelezava se sa S i racuna se
preko izraza:

i(xi_xs)2
-\= n-1

S

Standardno odstupanje uzorka predstavlja najbolju aproksimaciju
standardnog odstupanja o.



3.2.3. Ta¢nost, ponovljivost i reproduktivnost rezultata
merenja

Za Krajnji rezultat nekog merenja smatra se srednja vrednost uzorka x..

GreSka merenja odreduje se kao razlika izmerenog 1 uslovno tacnog
rezultata.

Termin uslovno taCan rezultat odrazava cinjenicu da je pravu tacnu
vrednost teSko odrediti.

Tacna vrednost moZe da se dobije merenjem sa etalonskim instrumentom u
nacionalnoj metroloskoj laboratoriji. Pa 1 tada tako dobijena vrednost
smatra se uslovno taCnom vrednoScu.

Cesto je uslovno tacna vrednost predmet dogovora izmedu zainteresovanih
strana. Prema tome, greSka merenja moze da se odredi preko 1zraza:

gde je X, uslovno tacna vrednost.



3.2.3. Ta¢nost, ponovljivost i reproduktivnost rezultata
merenja

Moze se definisati 1 relativna greska kao:

g X — X
gr:—: S t
X Xt

Tacnost merenja na osnovu publikacije Medunarodni re¢nik osnovnih 1
opStih termina u metrologiji, predstavlja bliskost rezultata merenja 1 prave
(uslovno tac¢ne) vrednosti merene veli€ine.

Tacnost je utoliko bolja ukoliko je relativna greska merenja manja. U
pomenutim recniku postoje 1 sledece napomene:

— tacnost je kvalitativan pojam,

— termin preciznost ne treba da se koristi za tacnost.



3.2.3. Ta¢nost, ponovljivost i reproduktivnost rezultata
merenja

Mogu se definisati i pojmovi ponovljivost i reproduktivnost merenja.
Ponovljivost se odnosi na seriju merenja izvrSenih pri istim uslovima.

Isti uslovi merenja podrazumevaju istovetnost mernog postupka,
posmatraca, mernih sredstava kao 1 to da je ponavljanje realizovano u
kratkom vremenskom periodu.

Mera ponovljivosti je relativno standardno odstupanje uzorka:

Ponovljivost merenja je utoliko bolja ukoliko je relativno standardno
odstupanje manje.



3.2.3. Ta¢nost, ponovljivost i reproduktivnost rezultata
merenja

Reproduktivnost merenja takode se 1zrazava relativnim standardnim

odstupanjem ali pod uslovom da je serija ponovljenih merenja obavljena u
promenljivim uslovima.

Promenljivi uslovi merenja podrazumevaju razliite postupke merenja,
razli¢itost mernih sredstava, referentnih etalona, mesta merenja i da je
serija merenja 1zvrSena u duZzem vremenskom intervalu.



3.3. Prikaz rezultata merenja pomocu histograma

Pr1 ponavljanju nekog merenja moze se primetiti da se dobijeni rezultati na
neki nacin grupisu oko srednje vrednosti.

To grupisanje moze se slikovito prikazati pomocu histograma.
Polazi se od rezultata merenja, odnosno uzorka Xy, Xy, ..., Xi, ..., Xp.

Rezultati merenja se poredaju po veliCini 1 nanose se na horizontalnu osu
pocevsi od minimalnog rezultata X, pa sve do maksimalnog rezultata

merenja X, .
Ukupan opseg u kome se nalaze svi rezultati merenja deli se na m jednakih
intervala (segmenata) Sirine:
AX = Xmax ~ Xmin
m

Broj intervala histograma moze se odrediti na vise nacina. Jedan od nacina
je da se izracuna kvadratni koren od broja ¢lanova uzorka n i da se tako
dobijena vrednost zaokruzi na prvi veci ceo broj.



3.3. Prikaz rezultata merenja pomocu histograma

Kod histograma apcisa pokazuje skupove rezultata merenja unutar opsega
merene veliCine, a ordinata ucestanost njthovog pojavljivanja.

Prva faza kod formiranja histograma je grupisanje rezultata merenja u
pojedinacne intervale histograma u odnosu na celokupni opseg merenja
koji je odreden minimalnom X_;, I maksimalnom x_., brojnom vrednoscu.

Pri grupisanju izmerenih podataka u pojedine intervale potrebno je voditi
raCuna da svi rezultati merenja budu obuhvaceni 1 da pojedini rezultati
merenja budu samo u jednom od intrervala.

Pri crtanju histograma na apcisu se nanose intervali histograma, a na
ordinatu ucestanost intervala, relativna u€estanost intervala 1li procentualna
ucestanost intervala.

Ucestanost intervala je broj mernih podataka koji pripadaju pojedinom
intervalu.

Relativna ucestanost intervala je broj mernih podataka koji pripadaju
pojedinom intervalu podeljen sa ukupnim brojem mernih podataka.



3.3. Prikaz rezultata merenja pomocu histograma

U nekim slu¢ajevima crta se normalizovani histogram kod koga se
uCestanost intervala deli sa Sirinom intervala histograma.

U svakom od intervala, po pravilu, nalazi se nekoliko mernih podataka ¢ij1

se broj oznacava sa N, 1 upravo taj broj predstavlja uCestanost datog
intervala.

Z.a svaki interval moze se izrac¢unati 1 relativna ucestanost:

P=
n

gde je n ukupan broj rezultata merenja

Za svaki interval moze se odrediti i gustina relativne ucestanosti prema
Izrazu:



3.3. Prikaz rezultata merenja pomocu histograma

« Formiranje histograma bi¢e pokazano na primeru.

« U tabeli su dati podaci dobijeni merenjem otpornosti 20 otpornika cija je
nominalna otpornost 100 €. Podaci su sortirani od najmanjeg do najveceg.

r.or. | Otpornost | r.br. | Otpornost
[€2] [€2]

1 98.4 11 101.2
2 99.0 12 101.3
3 99.5 13 101.4
4 99.8 14 101.6
5 100.0 15 102.1
6 100.2 16 102.2
7 100.3 17 102.4
8 100.4 18 102.6
9 100.6 19 103.9
10 101.0 20 104.2




3.3. Prikaz rezultata merenja pomocu histograma

Podatak sa najmanjom broj¢anom vrednosc¢u je X;, = 98.4 Q, a sa
najvecom X, = 104.2 Q.

Broj mernih podataka je n = 20 pa se na osnovu toga moze izracunati broj
intervala histograma m. Posto je +20 =4.47 to se za broj intervala dobije da
jem=5,
MozZe se izracunati | Sirina jednog intervala histograma:

X 104.2—-98.4

Ax = Zmax ~ Xmin _ ~1.16Q
m 5

Na osnovu sirine pojedih intervala histograma mogu se izracunati i granice
pojedinih intervala. One su: 98.4, 99.56, 100.72, 101.88, 103.04 1 104.2 Q.

Prema podacima iz tabele moze se odrediti koliko podatka pripada
pojedinim intervalima, odnosno kolika je ucestanost po pojedinim
intervalima. Dobija se:




3.3. Prikaz rezultata merenja pomocu histograma

« Na osnhovu izracunatih podataka moze se nacrtati histogram gde je na
ordinati prikazana ucestanost pojedinih intervala.

98.4 99.56 100.72 101.88 103.04 1042 RI[Q]



3.3. Prikaz rezultata merenja pomocu histograma

Deljenjem ucestanosti za pojedine intervale sa ukupnim brojem mernih
podataka dobijaju se relativne ucestanosti:

RI. :0.15, P2 20.3, P3 20.25, P4 :O.Zi P5 :O.l
Na osnovu ovih podataka moze nacrtati histogram kod koga su na ordinati
prikazane relativne ucestanosti za pojedine intervale.
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98.4 99.56 100.72 101.88 103.04 1042 RI[Q]



3.3. Prikaz rezultata merenja pomocu histograma

« Moze se nacrtati i normalizovani histogram. Potrebno je izrac¢unati gustine
relativne ucestanosti za pojedine intervale. Dobijaju se vrednosti:

p, =0.1293, P, =0.2586, P, = 0.2155, P, =0.1724 i P, =0.0862
« Na osnovu ovih vrednosti moze se nacrtati normalizovani histogram.
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98.4 99.56 100.72 101.88 103.04 104.2 R[Q]



3.3. Prikaz rezultata merenja pomocu histograma

Za normalizovani histogram vazi da je celokupna povrsina svih
pravougaonika jednaka 1. To se lako moze pokazati slede¢im izrazom:

n

Zn:(pi - AX) =ZiAx:%Zn:ni =1

= NAX

Ovo je posledica ¢injenice da se svi rezultati merenja nalaze u intervalu od
dO Xay-

Dobijeni histogrami mogli su se formirati i za drugaciji broj intervala.
Broj intervala treba pazljivo izabrati.

Ako je broj intervala mali histogram prikazuje raspodelu rezultata grubo i
bez potrebnog razlaganja.

S druge strane ako je broj intervala preveliki neki od intervala mogu ostati
prazni.

Xmin



3.4. Funkcije raspodele

U prethodnoj sekciji analiziran je slu¢aj sa 20 mernih podataka 1 formiran
je histogram koji je imao 5 intervala.

Ako b1 broj mernih podataka bio veci onda bi 1 histogram imao vise
intervala.

U grani¢nom slu¢aju kada broj rezultata merenja n tezi beskonacnosti
uzorak prelazi u populaciju, a rezultati merenja b1 prakticno bili
kontinualno rasporedeni po X-0Sl.
U tom slucaju dolazi do slede¢ih grani¢nih procesa:

— Broj segmenata histograma postaje beskonacan, m — o

— Sirina segmenata postaje infinitezimalna. Ax — dx

— Relativna u¢estanost postaje infinitezimalna, P = dP(x)

— Gustina relativne ucestanosti postaje kontinualna funkcija, Pi = P(X)



3.4. Funkcije raspodele

» Gustina relativne ucestanost predstavlja envelopu (obvojnicu) histograma kao
Sto je prikazano na slici.

p()| _

AT funkcija

histogram7Z f \ (raSpodele
\
i

X

* Funkcija p(x) naziva se funkcija raspodele verovatnoce ili samo funkcija raspodele
datog merenja i moze se dati izrazom:
_dP(x)

p(X) i




3.4. Funkcije raspodele

* Verovatnoca da se neki rezultat merenja nade u infinitezimalnom intervalu
(X, x+dx) je:

dP(x) = p(x)dx

* Verovatnoca da se neki rezultat X nade u kona¢nom intervalu (X, X,) data je
integralom:

P(x < X < X,) = sz p(x)dx

* Svaka funkcija raspodele je normirana kao Sto je to slucaj 1 sa
normalizovanim histogramom. Ovo prakti¢no znaci da je ukupna povrsina
1spod krive broj¢ano jednaka vrednosti 1, odnosno:

[ p(xydx =1



3.4. Funkcije raspodele

Ako je funkcrija raspodele poznata odnosno ako se moZe analiti¢ki izraziti,
srednja vrednost 1 standardno odstupanje mogu se odrediti pomocu izraza:

U= Txp(x)dx

o = [ (x-m)? p(x)dx

Pr1 analizi rezultata merenja koristi se razliite funkcije raspodele.

Koja Ce se raspodela koristiti najviSe zavisi od toga Sta je predmet merenja,
odnosno koja se veli¢ina meri.

U nastavku bice prikazane funkcije raspodele koje se najcesce koriste pri
obradi rezultata merenja.



3.4.1. Gausova (normalna) raspodela

Najcesce koriS¢ena funkcija raspodele kod statistiCke obrade rezultata
merenja je Gausova ili normalna raspodela.

Ona se naj¢esce koristi 1 u matematici kod analize slu¢ajnih brojeva i
procesa.

Kad god imamo neki slucajni proces koji se ponavlja vise puta slucajna
promenljiva ima tendenciju da ima normalnu raspodelu.

Sli¢no, kod merenja neke veli¢ine, kada se merni proces ponavlja vise puta,
rezultat merenja ima tendenciju da ima normalnu raspodelu.

Ovakvo ponasanje sluc¢ajnih promenljivih prvi je predstavio De Moivre
kroz rad poznat kao teorema o centralnoj granici, 1733. godine.

Nazalost, njegovo delo je neko vreme bilo izgubljeno, a Gauss je nezavisno
razvio normalnu raspodelu skoro 100 godina kasnije.

lako su De Moivre-u kasnije pripisane ove zasluge, normalna raspodela se
danas naziva i Gausova raspodela.



3.4.1. Gausova (normalna) raspodela

Gausova raspodela analiticki se moze opisati izrazom:

A xep
T
o271
gde je u srednja vrednost, a o standardno odstupanje promenljive x.
Za Gausovu raspodelu koristi se standardna notacija N(u, ¢?).
Ocekivana (najverovatnija) vrednost i varijansa su:
E(X)=u
V(X)=0"
Veli¢ina X u prethodnim izrazima oznacava sluc¢ajnu promenljivu.

Parametri Gausove raspodele su srednja vrednost « i standardno odstupanje
0.

Vrednost E(X)=u odreduje centar funkcije raspodele, a vrednost V(X)=¢2
odreduje Sirinu.



Na slici je prikazano nekoliko Gausovih raspodela sa razli¢itim

3.4.1. Gausova (normalna) raspodela

vrednostima u i 2.
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3.4.1. Gausova (normalna) raspodela

Sve Gausove raspodele su simetricne Krive karakteristicnog oblika zvona,
pri cemu se centar 1 Sirina Krive razlikuju.

Simetri¢nost kKrive odrazava eksperimentalnu ¢injenicu da su pozitivna i
negativna odstupanja rezultata oko srednje vrednosti podjednako
verovatna.

Za x = u funkcija pg(x) ima maksimum:

pG(/u): O'\/E

Verovatnoc¢a da se neki rezultat X nade u kona¢nom intervalu (xy, X,)
odredena je integralom:

1 X2 _1()(_#}2
P(x, < X <X,) = Iez “ 7 dx (*)
O\ 2T %




3.4.1. Gausova (normalna) raspodela

Ovo se moze ilustrovati kroz primer.

Neka izmerene vrednosti struje u nekom provodniku prate normalnu
raspodelu sa srednjom vredno$¢u od 10 A i varijansom od 4 A2.

Pitanje je, kolika je verovatnoc¢a da vrednost struje bude veca od 13 A?

AKko se sa X oznaci struja u A, trazena verovatnoc¢a se moze predstaviti kao
P(X > 13).

Ova verovatnoca je prikazana kao osenceno podrucje ispod funkcije
Gausove raspodele na slici.

00|

10 13 X




3.4.1. Gausova (normalna) raspodela

Na zalost, integral dat jednac¢inom (*) ne moze se analitiCki reSiti.

Verovatnoc¢e zasnovane na normalnoj raspodeli obi¢no se nalaze
numerickim putem 1li 1z tabele.

Posebna forma Gausove raspodele je Gausova standardizovana raspodela.
Ona se dobija uvodenjem bezdimenzionalne promenljive z:

X_ﬂ **
- ()

Imajuéi u vidu ovu smenu vazi da je dx=cdz. 1zraz (*) sada postaje:

=

ZZ

P(z,<Z<12,)= e 2dz (***)

1 7

Granice gornjeg integrala odredene su izrazom (**).



3.4.1. Gausova (normalna) raspodela

Prethodnim izrazom definisana je standardna ili uopstena Gausova
raspodela: 2

Z
1
Pes(z) = ﬁe

2

Za standardnu Gausovu raspodelu vazi da je:
E(Z)=pu=0

V(Z)=0c?=1
Drugim re¢ima srednja vrednost bezdimenzionalne veli¢ine z jednaka je O,
a standarno odstupanje je takode bezdimenzionalna veli¢ina 1 jednako je 1.
Maksimalna vrednost funkcije ima se zaz = 0 i iznosi 1/v/27.

Sve Gausove raspodele, bez obzira na vrednost za u | ¢, mogu se smenom
(**) preslikati u jedinstvenu raspodelu pgs.

Vazi 1 obratno. Standardna Gausova raspodela moze se preslikati u bilo
koju Gausovu raspodelu pod uslovom da se poznaju u i o.



3.4.1. Gausova (normalna) raspodela

Verovatnoca da se neki rezultat nalazi u zadatom opsegu odredena je
integralom koji je dat jedna¢inom (***).

Kao §to je vec reCeno ovaj integral ne moze se analiticki resiti pa se
verovatnoce daju tabelarno.

Primera radi, verovatnoca da je neki rezultat Z manji ili jednak od zadate
vrednosti z odnosno P(Z < z) ilustrovana je na slici.

Ovde je primera radi uzeta vrednost z = 1.5.
P(Z<1.5)

0 1.5 Z

Da bi se odredila verovatno¢a P(Z < 1.5) potrebno je procitati vrednost iz
tabele verovatnoca za standardizovanu Gausovu raspodelu.




Z 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0 0.5 0.504 0.508 0.512 0.516 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.591 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.648 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.67 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.695 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.719 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.758 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.791 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.834 0.8365 0.8389
1 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.877 0.879 0.881 0.883
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.898 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.937 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.975 0.9756 0.9761 0.9767
2 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.983 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.985 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.989
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.992 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.994 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.996 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.997 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.998 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.999 0.999




3.4.1. Gausova (normalna) raspodela

Primenom tabele moze se odrediti verovatnoca da se neki rezultat nalazi u
bilo kom intervalu.

Pr1 tome se moze iskoristiti ¢injenica da je Gausova raspodela simetri¢na 1
da je ukupna povrsina ispod krive jednaka 1.

Data tabela moZe se primeniti na proizvoljnu Gausovu raspodelu koristeci
smenu datu jednacinom (*%*).

Kao ilustracija moze da se iskoristi prethodni primer sa merenjem struje u
provodniku gde izmerene vrednosti struje prate normalnu raspodelu sa
srednjom vredno$¢u od 10 A i varijansom od 4 A2,

Bilo je pitanje, kolika je verovatnoca da vrednost struje bude vec¢a od 13 A?
Drugim re¢ima potrebno je odrediti P(X > 13).

Koristeci jednacinu (**) Gausova raspodela preslikace se u
standardizovanu Gausovu raspodelu pa vazi:

~ X-10 13-10
=== -

Z 1.5




3.4.1. Gausova (normalna) raspodela

Primenom podataka iz tabele dobija se:

P(X >13)=P(Z >1.5) =1— P(Z <1.5) =1—0.9332 = 0.0668
Za sluCajnu promenljivu koja podleze normalnoj raspodeli vazi sledece:

P(u—o< X < u+o)=0.6827
P(i—20 < X < u+20)=0.9545
P(u—30 < X < u+30)=0.9973

Ovo znaci da u intervalu (uxo, uto) ima oko 68% rezultata. Drugim
reCima, statistikoj sigurnosti od 68% odgovara interval rezultata (u—o,
uto).

U intervalu (u—30, u+30) ili u£30 nalazi se 99,7% rezultata pa se moze
prakti¢no rec¢i da se u ovom intervalu nalaze svi rezultati.

Interval u+30 naziva se i maksimalna greska.



3.4.1. Gausova (normalna) raspodela

« Pomenuti intervali se nazivaju i intervali poverenja i prikazani su na slici.

A

f(x)

w-3c u2c pu—o u ute ut2c ut3do X

s

99.7%




3.4.2. Uniformna (ravhomerna) raspodela

Uniformna raspodela je najjednostavnija funkcija raspodele.

Uniformna raspodela se definise za slu¢ajne promenljive ogranic¢ene sa dve
zadate vrednosti. Analiticki izraz za uniformnu raspodelu je:

pu(x)zbi,a<x<b

Ovako definisana uniformna raspodela ispunjava uslov normiranosti,
odnosno vazi da je:

J Py (dx =1
Srednja (oCekivana) vrednost za uniformnu slucajnu promenljivu X je:

1 x° a-+b

#=EX)= J adx_ib—a 2

a



3.4.2. Uniformna (ravhomerna) raspodela

* Varijansa za slucajnu promenljivu X je:

(x aerj2 (x aerj3

b| X———F— - RY.

o? =V (X)= [\ 2 gx-tr 2 /) (0
! b-a 3 b-a 12

* Naslici je prikazana uniformna raspodela.

A

p(x)

1
b—a

b—a
- 2\/§ =




3.4.2. Uniformna (ravhomerna) raspodela

Verovatnoca da se neki rezultat X nade u kona¢nom intervalu (@, X)
odredena je integralom:

P(a< X <Xx) :IpU (x)dx

Resenje integrala moZe se predstaviti jednaCinom:

0, X<a
Pla<X <x)=<(x—a)/(b—-a), a<x<b
1, b<x

Na slici je Srafirana povrSina u intervalu uto. Ta povrSina 1znosi 0.577. Ovo
znaci da intervalu u+o odgovara statisticka sigurnost od 57.7%.



3.4.2. Uniformna (ravhomerna) raspodela

Uniformna raspodela se primenjuje kada se raspolaze sa malo informacija o
nekom instrumentu.

Na primer, u proizvodackoj specifikaciji nalazi se podatak da instrument
ima garantovanu gresku manju od 1.5% maksimalne vrednosti U,...

Ako ne postoji drugi podatak o grupisanju rezultata oko srednje vrednosti,

mozZze se pretpostaviti da rezultati pri nekoj vrednosti merene veli€ine imaju
uniformnu raspodelu kod koje je a =0.985U, 1 b =1.015U,..

Uniformna raspodela koristi se pri odredivanju nesigurnosti u nekim
karakteristicnim sluCajevima. Na primer kod generisanja sluCajnih brojeva.

Zatim pri oCitavanju na skali digitalnih indikatora (tada proSirena
nesigurnost iznosi najmanje pola digita).

Takode, kada se raspolaze sa tablicnim podacima o vrednostima parametara
materijala (specifiCna otpornost, gustina, 1 sl.) koji se nalaze u opsegu (X,
Xmay)- £8 srednju vrednost tada se usvaja u=(Xqin + Xmax)/2, @ parameri

raspodele sua =X, 1 b =X_.,.



3.4.3. Simetricna trougaona funkcija raspodele

* Trougaona simetri¢na raspodela prikazana je na slici.

A

P al6 a

pd ;

X; —0 u to X, X

1/a

« Trougaona i uniformna raspodela imaju osobinu da im je interval u kome se
nalaze rezultati ograni¢en. Sa slike se vidi da se svi rezultati nalaze u
ograni¢enom intervalu poluSirine a, simetricno rasporedeni oko srednje
vrednosti u.



3.4.3. Simetricna trougaona funkcija raspodele

Karakteristika trougaone raspodele je skoncentrisanost rezultata oko
srednje vrednosti. To znaci da se manja odstupanja rezultata od srednje
vrednosti verovatnija od vecih odstupanja.

Ukupna povrsina ispod trougla sa slike mora biti jednaka 1 kako b1 se
ispunio uslov normiranosti funkcije raspodele.

Dobija se da je maksimalna vrednost raspodele jednaka p(u«) = 1/a.

Analiti¢ki 1zraz za trougaonu simetri¢nu raspodelu je:

((x=x)/a% X <X<u
pr (X)=1(%, —X)/a%, u<xX<X,
0, X < Xy X> X,

\



3.4.3. Simetri¢na trougaona funkcija raspodele

Srednja (ocekivana) vrednost za slu¢ajnu promenljivu X kod trougaone
raspodele je:
X, + %

Varijansa za slu¢ajnu promenljivu X je:

+00 a2
o’ = j (x= 42)" pr (X)ex =

Na slici Srafirana je povrsina u intervalu uto. Ta povrsina iznosi 0.65. Ovo
znaci da intervalu u+o odgovara statisticka sigurnost od 65%.

Trougaona raspodela primenjuje se kada se zna da postoji jasno grupisanje
mernih rezultata oko srednje vrednosti.



3.4.4. Weibull-ova raspodela

Weibull-ova raspodela se koristi da opiSe varijacije brzine vetra. Takode,
koristi se da modeluje vreme do kvara kod mnogih fizickih sistema.

Parametri raspodele pruzaju veliku fleksibilnost za modelovanje sistema u
kojima se broj kvarova povec¢ava s vremenom, smanjuje s vremenom ili
ostaje konstantan tokom vremena.

Analiticki izraz za Weibull-ovu raspodelu je:

p-1 B
f(X) =§(§) epo;J } x>0,
gde je 0 > 0 parametar (faktor) skaliranja, a # > 0 je parametar (faktor)
oblika.

Srednja vrednost Weibull-ove raspodele je:

1
—E(X)=0T1+=
1 =E(X) [+ﬁj



3.4.4. Weibull-ova raspodela

» Varijansa Weibull-ove raspodele je:

2
o’ =V (X) :52r(1+ gj—éz{r(u iﬂ
B p

» Fleksibilnost Weibull-ove raspodele ilustrovana je na slici.
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3.4.4. Weibull-ova raspodela

Primena Weibull-ove raspodele kod modelovanja brzine vetra ilustrovana
je na slici. Podaci o vetru dobijeni su merenjem na analiziranoj lokaciji u
trajaju od godinu dana.

Na osnovu izmerenih podataka za parametre Weibull raspodele dobijene su
sledece vrednosti: o = 7.54 m/s and g = 2.5.
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3.4.5. Beta raspodela

Beta raspodela je fleksibilna raspodela ali ogranic¢ena na kona¢nom
intervalu.

Deo sun¢evog zraCenja koje apsorbuje materijal je dobar primer
kontinualne slu¢ajne promenljive na intervalu [0, 1]. Ova pojava moze se
modelovati pomoc¢u Beta raspodele.

Analiti¢ki izraz za Beta raspodelu je:

_@+pB) a1, s e
f(X)_F(a)F(ﬂ)X (1-x)"", xe]0,1]]

gde je o > 0 parametar (faktor) skaliranja, 5 > 0 parametar (faktor) oblika i
I'(*) je gama funkcija.
Srednja vrednost i varijansa Beta raspodele je:

a
H=E(X)= oy
o2 =V (X) af

N (a+ B)*(a+ L+1)



3.4.5. Beta raspodela

Parametri a | f omogucavaju da Beta raspodela poprimi razlic¢ite oblike.
Neki primeri su dati na slici.

Za a = [ raspodela je simetri¢na u odnosu na vrednost x = 0.5. Drugaciji
izbor parametara daje nesimetri¢nu raspodelu.
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3.5. Merna nesigurnost

Pri merenju ne moze se odrediti apsolutno tacna vrednost merene velicine.
Svaki rezultat merenja sadrzi odredenu nesigurnost.

Merna nesigurnost omogucava da se kvantifikuje Cinjenica da se pri
merenju ne moze dobiti tacna vrednost merene veliCine.

Moze se reci da je merna nesigurnost sumnja u rezultat merenja.

Da bi se postigla jednoobraznost u 1zrazavanju mernih rezultata vodece
medunarodne institucije u oblasti metrologije publikovale su 1995. godine
Uputstvo za 1zrazavanje merne nesigurnosti (The Guide to the Expression
of Uncertainty in Measurement).

Do tada za obradu 1 1zraZzavanje rezultata merenja koristila se matematicka
disciplina teorija greSaka.

Nacini obrade rezultata nisu bili ujednaceni, pa je bilo teSko porediti ista
merenja izvrSena u razli¢itim institucijama.



3.5. Merna nesigurnost

Obradom mernih rezultata na nacin opisan u Uputstvu za 1zraZzavanje
merne nesigurnosti dobija se merni rezultat, merna nesigurnost 1 statisticka
sigurnost sa kojom vaze dobijeni podaci.

Potrebno je re¢i da uspesno merenje zavisi od:
— razumevanja merne nesigurnosti,
— izrazavanja merne nesigurnosti mernog sredstva,
— sledivosti do nacionalnog etalona i
— primene dobre metroloske prakse.
Svrha odredivanja merne nesigurnosti je donosenje odluke da li je rezultat

adekvatan za svrhu merenja i da se proceni konzistentnost rezultata sa
drugim sli¢nim rezultatima.

Rezultat merenja je kompletan samo ukoliko ga prati kvantitativna izjava o
njegovoj mernoj nesigurnosti.



3.5. Merna nesigurnost

Posebno je vazno naglasiti da greSka merenja 1 merna nesigurnost nisu isto.

Greska je razlika izmedu 1zmerene 1 prave vrednosti, a merna nesigurnost je
kvantifikacija sumnje u rezultat merenja.

Podatak o mernoj nesigurnosti je vazan radi dobijanja dobrog kvaliteta
merenja ili razumevanja samog rezultata merenja.

Podatak o mernoj nesigurnosti je vazan u razlicitim slu¢ajevima.

Kod etaloniranja merna nesigurnost se mora izraziti u setifikatu o
etaloniranju.

Kod ispitivanja merna nesigurnost je kriterijum da li proizvod prolazi ili se
odbija.

Takode, merna nesigurnost je vazna 1 kod odredivanja tolerancije. Merna
nesigurnost donosi odluku da li su tolerancije postignute.



3.5. Merna nesigurnost

« Uzroci merne nesigurnosti mogu biti brojni:

— merno sredstvo (promena napona napajanja, Sum)
— predmet merenja,
— proces merenja,
— uneSene merne nesigurnosti (kalibracija),
— veStina merioca,
— uzorkovanje,
— uticaj okoline (temperatura, pritisak).
* Svaki od ovih izvora nesigurnosti treba da bude pojedinacni ulazni podatak
pri proceni merne nesigurnosti.

* Potrebno je re¢i da gore nabrojani uzroci svakako uticu 1 na gresku
merenja.



3.5. Merna nesigurnost

Pr1 1zrazavanju merne nesigurnosti koriste se termini 1 matematicki aparat
1z klasi¢ne statistiCke teorije.

Medutim, koriste se 1 pojmovi koji su uvedeni za oblast izrazavanja merne
nesigurnosti.

Usvojeno je da se merna nesigurnost izrazava slovom U (od engleske reci
Uncertainty).

Osnovni princip je da se svakom podatku o nesigurnosti pridruzi
odgovarajuca funkcija raspodele kao 1 verovatnoca, odnosno statisticka
sigurnost.

U nasvatku Ce biti dati osnovni poymovi koji se koriste u oblasti merne
nesigurnosti.



3.5. Merna nesigurnost

Standardna merna nesigurnost u po definiciji jednaka je standardnom
odstupanju, u =s.

StatistiCka sigurnost koja odgovara standardnoj mernoj nesigurnosti zavisi
od raspodele koja se pripisuje datom merenju.

Na primer, u sluaju Gausove raspodele, intervalu Sirine jednog standarnog
odstupanja X + u odgovara sigurnost od 68.27%.

ProSirena merna nesigurnost U, predstavlja umnozak standardne merne
nesigurnosti i koeficijenta prosirenja k, tj. U = ku.

Koeficijent k moze imati vrednost u intervalu od J/3 do 3, zavisno od
raspodele.

ProsSirenoj mernoj nesigurnosti odgovara visoka vrednost statisticke
sigurnosti, reda veli¢ine 99%.

To znaci da se merena veliina sa velikom sigurnoSc¢u nalazi u intervalu
X, U.



3.5. Merna nesigurnost

U cilju pojasnjenja kvantifikovanja merne nesigurnosti moze se dati jedan
primer. Merena je duzina Stapa 1 dat je rezultat merenja:

200 cm * 1 cm (statisticka sigurnost 95%, koeficijent proSirenja k = 2).

Ovakav rezultat merenja znaci da je sa 95% sigurnosti prava duzina Stapa
izmedu 199 cm 1 201 cm.

Postoje dva osnovna tipa standardne nesigurnosti, tip A i tip B. Ova podela
je zasnovana 1sklju¢ivo na osnovu metoda kojima se nesigurnosti odreduju.

U odredenim uslovima koristi se i takozvana kombinovana merna
nesigurnost.



3.6. Regresiona analiza

Kod prakti¢nih merenja cesto je potrebno odrediti zavisnost jedne veli¢ine
od druge.

Na osnovu izmerenih tac¢aka potrebno je odrediti krivu koja na najbolji
nacin prikazuje ovu zavisnost. Taj postupak naziva se fitovanje.

Fitovanje je prakti¢no procedura provlacenja prave ili glatke krive linije
koja prolazi u blizini merenih tacaka.

Fitovanje ne podrazumeva spajanje izmerenih tac¢aka izlomljenom linijom.
Na takav nacin ne bi se dobila prava zavisnost izmerenih veli¢ina.

Svaka linija izmedu merenih tacaka je matematicki prihvatljiva kao
graficka predstava datih podataka ako je maksimalna devijacija mernih
taCaka od krive u okviru granica greske merenja.

Medutim, od brojnih krivih koje se mogu povu¢i izmedu tacaka, a koje
zadovoljavaju prethodni kriterijum samo je jedna optimalna.

Optimalnu linija se ima kada je suma negativnih gresaka tacaka sa jedne
strane linije balansirana sumom pozitvnih gresaka koje se nalaze sa druge
strane linije.



3.6. Regresiona analiza

Mereni podaci ¢esto mogu da budu takvi da se prihvatljiva aproksimacija
optimalne krive moze dobiti vizuelno (,,od oka”).

Medutim, egzatan nacin za dobijanje optimalne krive je primena tehnike
regresione analize.

Regresiona analiza predstavlja pronalazenje matematicke veze izmedu dve
merene vrednosti x 1Y, takve da se vrednost promenljive y moze predvideti
na osnovu izmerene vrednosti druge promenljive x.

Regresionu analizu ne treba posmatrati kao magicnu formulu koja moze da
fituje podatke u svim slucajevima zato Sto mereni podaci moraju da 1spune
odredene uslove.

Najbolji nacin da se utvrdi da 11 su neki mereni podaci pogodni za primenu
regresione analize je crtanje aproksimativnog grafa.

To moze da pokaze da li neki izmereni podaci imaju gresku koja moze da
bude posledica ljudske greske 1l1 greske mernog sistema. Takve 1zmerene
podatke treba dodatno proveriti.



3.6. Regresiona analiza

U nekim slu¢ajevima izmereni skup podataka je takav da se regresiona
analiza ne moZe uspesno primeniti pa za takve podatke ostaje tabelarni
prikaz.

Regresiona analiza je najjednostavnija ako je zavisnost izmedu dve merene
veliCine linearna. Medutim, to Cesto nije sluca;.

Kakva je zavisnost izmedu merenih veliCina moze se jednostavno videti
kada se izmerene tacke nacrtaju na odgovarajuc¢em grafu.

Poznavanje fizickih zakona kojim su izmerene veli¢ine povezane dobra je
osnova za nalazenje odgovarajuce funkcionalne zavisnosti 1izmedu merenih
veliCina.

To moze da bude linearna zavisnost, kvadratna zavisnost, zavisnost koja je
polinominalna funkcija viSeg reda, eksponencijalna zavisnost,...



3.6. Regresiona analiza

U nekim slu€ajevima izmereni podaci mogu da se transformisu tako da se
dobije linearna funkcionalna zavisnost.

Na primer, neka izmedu dve promenljive postoji funcionalna zavisnost
y=ax‘. 1z ovakve zavisnosti moze se dobiti linearna zavisnost koriste¢i
logaritamsku transformaciju, odnosno log(y) = log(a) + clog(x).

Primenom ovakve transformacije moze se, koriste¢i linearnu regresiju,
odrediti najpre funkcionalna zavisnost izmedu velicina log(y) 1 log(x), a
zatim 1 zavisnost veli¢ina y i X.

Linearna zavisnost, kao i zavisnosti viseg reda veli¢ine y od veli¢ine X,
mogu se predstaviti slede¢om jedna¢inom:

_ 2 p
y =8y +aX+ayX" +---+a,X



3.6. Regresiona analiza

Odredivanje (estimacija) parametara ay, ..., &, moze biti veoma
komplikovano ako p ima veliku vrednost.

Na srecu, veliki broj mernih podataka moze se fitovati polinomima nizeg
reda.

Tako se, na primer, kvadratna regresija koristi za estimaciju parametara
kada veli¢ina p ima vrednost 2. Za vec¢e vrednosti veli¢ine p primenjuje se
polinominalna regresija.

U nekim slucajevima na osnovu nacrtanih merenih tacaka i fizi¢ih zakona
ne moze se predvideti zavisnost izmedu merenih veli¢ina pa u tom slucaju
treba eksperimentisati sa redom polinominalne zavisnosti s ciljem da se
dobije adekvatna relacija ali ne previse sloZena.



3.6.1. Linearna regresija

Ako za skup od n merenjay;,...,y, I Xq,...,X,, postoji linearna relacija izmedu
veli¢ina y 1 X, onda se ona moze izraziti jednac¢inom y=a+bx, gde su
koeficijenti a i b konstantni.

Cilj linearne regresije je odredivanje optimalnih vrednosti koeficijenata a i
b takvih da linija najbolje fituje izmerene podatke.

Odstupanje (devijacija) neke izmerene tacke (x;, y;) od linije kojom se fituju
te tacke moze da se izrazi na sledeéi nacin.

d, =y, —(a+bx)

Najbolja linija za fitovanje izmerenih tacaka dobija se kada je suma
kvadrata odstupanja minimalna.

Suma kvadrata odstupanja moze se izraziti slede¢om jednacinom:

n

S :idiz :Z(Yi —a—bx; )2

=1



3.6.1. Linearna regresija

Minimum sume kvadrata odstupanja, S, moze se odrediti izjednacavanjem
parcijalnih izvoda 0S/0a i 6S/0b sa nulom i reSavanjem tako dobijenog
sistema od dve jednacine:

88/8a:Zn:2(yi —a—bx)(-1) =0 (*)
('aS/at>=Zn“2(yi —a—bx)(-x)=0 (**)

Sredivanjem jednacine (*) dobija se:

da+bd x=>y

odnosno

na+b> x =>y



3.6.1. Linearna regresija

[z poslednje jednaCine moze da se 1zrazi koeficijent a:
—bS X
L2 Yimh2 X
n
Iz jednacine (**) sredivanjem se dobija:

ay X +b> x5 =>"xy,

Zamenom izraza za koeficijent a u poslednju jednacinu moze da se izrazi
koeficijent b:

DY _nbzxi DX+ X =D xY;

inyi _ZXiZyi
e 5
inz_ i

n




3.6.1. Linearna regresija

Posto je:

= =X
n Sr

2% 2V

= Yor

gde su X, 1Y, odgovarajuce srednje vrednosti to se prethodni izraz za
koeficijent b moze napisati u obliku:

b= in Yi =X Ygr

> X2 —nxg

Koeficijent a moze se sada izracunati pomocu izraza:

a=Yg — bxsr

Poslednje dve jednacine daju vrednosti koeficijenata prave koja optimalno
fituje set od n izmerenih tacaka.



3.6.1.1. Primer linearne regresije

Prilikom merenja elektricnog otpora sijalice, dobijeni su sledeci rezultati za
elektri¢nu otpornost i struju sijalice, dati u tabeli.

I[mA] | 114 | 145 | 178 | 216 | 248
R[Q] | 433 | 552 | 674 | 787 | 827

Potrebno je odrediti koeficijente prave R = a + bl kojom se optimalno fituju
Izmereni podaci.

Koeficijenti prave odredi¢e se primenom linearne regresije uz princip
minimizacije sume kvadrata odstupanja.

Koeficijenti a i b dobijaju se primenom odgovarajucih jednacina:

o D LR —nlgR,  624462-5-180.2-654.6

T = ~—— =3.0133Q/A
DI =nlg 173865—5-180.2

a=R, —bl, =654.6—3.0133-180.2 =111.6036 O



3.6.1.1. Primer linearne regresije

« Znaci jednacCina prave kojom se najbolje fituju izmerene tacke je
R =111.6036 + 3.0133l. Izmerene tacke i dobijena prava date su na slici:
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3.6.2. Kvadratna regresija

Kvadratna regresija se koristi za odredivanje koeficijenata relacije
y=a+bx+cx? izmedu dva skupa mernih podataka yy,...,y, i X{,...,X..

Odstupanje neke od merenih tacaka od kvadratne krive moze se izraziti

jednaCinom:

Kao i1 kod linearne regresije, najbolja linija za fitovanje izmerenih tacaka
dobija se kada je suma kvadrata odstupanja minimalna.

Drugim rec¢ima potrebno je na¢i minimum sume:

n

S = Zn:diz = Z(yi —a—bx; —cxiz)2
i=1

=
Kao i1 kod linearne regresije, minimum sume S se dobija izjedna¢avanjem

parcijalnih izvoda 0S/0a, 0S/ob 1 6S/oc sa nulom 1 reSavanjem dobijenog
sistema od 3 jednacine.

Princip reSavanja datog sistema je isti kao u slucaju linearne regresije samo
Sto je slozeniji zbog Cinjenice da se imaju 3 jednacine sa 3 nepoznate.



3.6.3. Fitovanje krivih primenom programskog paketa
Matlab

« Programski paket Matlab moze da se upotrebi za fitovanje krivih. U
nastavku je dat jednostavni kod za fitovanje izmerenih podataka,
polinomom n-tog reda.

% Program za fitovanje merenih podataka

% Izmereni podaci
=1 3 &7 9];
Y=[Z 4 5 8 10];

% Odredjivanje koeficijenata polinoma
P=polyfit (X,Y,1); % Za linearnu je 1, kvadratnu 2, itd

reiranje tacaka na osnovu koeficijenata
X1=0:0.1:10;
Yl=polyval (P,X1);

% Crtanje tacaka i fitovane krive
hold on

plot(X,Y,'ko') % crtanje tacaka
plot (X1,Y1,'k"') % crtanje krive
hold off

% Oznake osa
xlabel ('X'");
ylabel ('Y");




3.6.3. Fitovanje krivih primenom programskog paketa
Matlab

Matlab omogucava fitovanje krivih i bez pisanja koda posto kod prikaza
grafika postoji alat koji to omoguc¢ava. Potrebno je formirati graf sa
merenim tackama. Na primer komandama:

% Tzmereni podaci
13 5 7 913
2 4 5 8 10]:

—

plok (X, ¥, *kao') % crtanje tacaka

formira se poseban prozor sa grafikom na kome su prikazane merene tacCke.
Klikom na opciju tools u padajuéem meniju se izabere opcija basic fitting.

Dalje je potrebno izabrati tip krive kojom Ce se izvrsiti fitovanje. Na
grafiku moze 1 da se 1spiSe 1 analitiki 1zraz za fitovanu krivu.

Moguce je dobiti 1 grafik koji prikazuje 1 odstupanja pojedinih tacaka od
krive.



3.7. Prezentacija merenih podataka

Mereni podaci se mogu prezentovati na dva nacina bilo da se radi o
predstavi na papiru 1l1 na raCunaru.

Ta dva nacina su tebelarni 1 grafi¢ki prikaz.
Nekada je prakticniji jedan nacin, a u nekim sluc¢ajevima drugi.

Ponekad je kombinacija ova dva nacina prezentovanja najbolje reSenje.



3.7.1. Tabelarna predstava podataka

Kod ovakve predstave u tabelu se upisuju tatno oni podaci koji su dobijeni
merenjem. Pored njih u tabela moZe da sadrzi 1 podatke koji su dobijeni
proracunom na osnovu merenih podataka.

Kod formiranja tabele sa podacima moraju se poStovati odredena pravila:

1. Tabela mora da ima takav naslov koji jasno i nedvosmisleno opisuje njen
sadrzaj. Naslov tabele po pravilu treba da se nalazi iznad same tabele.

2. Svaka kolona treba da sadrzi podatke koji se odnose na samo jednu
velicinu bilo da je ona merena 1ili 1izraCunata.

3. Svaka kolona treba da ima svoj naziv koji se odnosi na podatke u njoj.

4. Jedinice merene veliCine treba da stoje ne vrhu kolone 1 to uglavnom kod
naziva kolone.

5. U cilju Sto jasnijeg i preglednijeg prikaza podataka kolone 1 vrste u tabeli
mogu se razdvojiti linijama.

6. Po mogucstvu potrebno je navesti opseg greske za svaki od podataka u
tabeli, odnosno za svaku kolonu sa podacima.



3.7.2. Graficka predstava podataka

GrafiCka predstava podataka uvodi neke kompromise po pitanju tanosti sa
kojom su podaci izmereni (snimljent).

Grafickom predstavom gube se taCne vednosti dobijene merenjem.

Medutim, graficka predstava ima znacCajne prednosti u odnosu na tabelarnu
predstavu podataka.

1. GrafiCka prezentacija podataka je znatno preglednija od tabelarne
predstave.

2. Graficka predstava moze da jasno prikaze zavisnost izmedu izmerenih
podataka.

3. Graficka predstava moZe jasno da ukazZe na to da li je neka merena tacka
van krive kojom se fituju 1izmerene vrednosti. Ovo moze da ukaze na to da
je takva tacka posledica neke greSke pri merenju.



3.7.2. Graficka predstava podataka

| kod graficke predstave podataka takode se moraju postovati odredena
pravila:

1. Graf mora da ima naziv koji opisuje sta podaci prikazani na grafu
predstavljaju.

2. Obe ose na grafu treba da budu oznacene i da jasno opisuju sta
promenljive na pojedinim osama predstavljaju. Obavezno je i navodenje
jedinica za merene velicine.

3. Broj numerickih oznaka duz osa treba da bude razumno veliki. Na
primer 5, 6 oznaka po jednoj osi je prava mera.

4. Graf ne bi trebalo crtati previSe 1zvan granica koje odgovarajau
minimalnoj i maksimalnoj izmerenoj vrednosti.



